Examen de fin d’études secondaires 2015 — Mathématiques Il (sections C et D)— Corrigé

Exercice 1 (3 points)
Démontrer que (Va € R} \ {1}), (Vvx € R}), (Vr € R) : log,(x™) =7 - log,(x) |

(vx € Ry = ]0; +00[), soit : y = log,(x). Alors :

loga(x) =y
&t =lad fexp, est la Bijection recinrogue de log,)
s x" = (a¥) {en élevant les deux membres & lo puissance r)
e x"=a"Y {puissance d’une guissance)
e log,(x") =7y {log, est la bijection réciprogue de exp,)
< loga(x") =1 - logq(x) 3p
Exercice 2 (5+4+2+2+2+3+5+5=28 points)

Soit la fonction f définie par: f(x) = 5(x + 3) - e 27*

1) Déterminer le domaine de définition de f, calculer les limites aux bornes de ce domaine et étudier
I'existence d’asymptotes.

Domaine : domf =R L 0.5

Limites et branches infinies

Pour x - —oo: Pour x — +o0:
lim f(x) lim f(x)
xX——o X—+oo
= lim 5(x+3)-e ?* ("—o-(+x)") = xHTm 5(x+3)-e72* ("+00-0%"f.i.)
X——00 -3
= — 05p e 5x+3) (,_+00" : )
20 = x!-]»I-Pm prav) = i
X
]im 'fl_)‘ g llm 5 l!ill
Stk x—+00 @X+2 +00
o BlrE3y-err = — o+
= x!-])lpm X ( "—-E f. L)
o e
i Tt Fie=E v (e 3)"er=mie ) La courbe C; de f admet une asymptote
S 1 horizontale (A.H.) a droite d’équation y = 0.
= lim (5-e 2 *—-5(x+3):-e"27%) :
x--00 2p |
= lim 5¢e % *.-(1—x-3)
xXx—=—oo
= lim 5e 2% . (-x—2) ("+ o (+0)")
X——00
= 400
La courbe Cr de f admet une branche
parabolique (B.P.) a gauche suivant la
direction de I’axe des ordonnées (0y). r
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] 2) Calculer la dérivée premiere et la dérivée seconde de f.

(vx € dom f' =R),ona: (vx edom " =R),ona:

@) =522 ¥5(3 3) % .1 f'(x)=-5e"2%.(—x—2)+5e2%.(-1)
=5ie 2" -5+ ¢ " =5e 2 *(x +2)— 5e %%
=5e"%%.(1-x-3) =5e%*.(x+2-1)
=5 2% (-x-2) =5e % (x+1)

>0 >0

La dérivée premiere a méme signe que (—x — 2). La dérivée seconde a méme signe que (x + 1).

2p | | 2p

| 3) Etablir le tableau de variation de f.

x —00 —2 -1 +00
£ = () siswmin
courbure concave p.i. convexe
') R L I —
max :
N p. L.
f(x) Yo 2 M I N 0+

- % |

‘ 4) Déterminer les coordonnées (valeurs exactes) des extremums et des points d’inflexion éventuels.

Ona: f(-2)=5-(-2+3)-e2(2=5.1.¢0=5.1=5
et: f(-1)=5:(-1+3)ce2 D =5.2..1=10.¢2=2137

e

Maximum absolu : M(—2;5)

Point d’inflexion :+ I (—1; E) :
e L.2p_

5) Déterminer les coordonnées (valeurs exactes) des points d’intersection du graphe cartésien de f
avec les axes.

Intersection avec I’axe des abscisses (0x) : Intersection avec I'axe des ordonnées (0y) :
fx)=0 f(0)

S5:(x1+3)-e*>*=0 = 5. 0#3) =%

= =S Giipag
S o 3 =) G -
S x=-3 T

15
Cr N (0x) = {A} avec A(-3;0) Cr n (0y) = {B} avecB(O:e—z)
_1;;Hi | 1IJ____I
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\j} Représenter f graphiqguement dans un repére orthonormé (unité : 1 cm).

flz) =5 (z+8) e F

7) Etablir une équation de la tangente t au graphe de f passant par le point P(1;0). Déterminer
ensuite les coordonnées (valeurs exactes) du point de contact de t avec le graphe de f et tracer la
tangente t. o

L’équation de la tangente t a la courbe C; de f au point d’abscisse a s’écrit :

y=fa)-&x~a)+ f(a)
oy=5e%2.(-a-2)-(x—a)+5(a+3) e 2?2 (1)

Pour que le point P(1;0) soit un point de la tangente t, il faut que ses coordonnées vérifient
I'équation ci-dessus. On doit donc résoudre I'équation suivante :

0=5e%2.(—a—2)-(1—-a)+5(@+3)-e 22
©5e%?. [(~a-2)-1-a)+(@+3)]=0
©5e %% . (-a+a*-2+2a+a+3)=0
o5 %%2.(a*?+2a+1)=0

&5 2. (a+1)=0
>0

S(ariE=0
at+l1=0

ea=-1 L2P

Il existe donc une et une seule tangente t a la courbe Cr de f passant par le point P(1; 0).
Son équation s’écrit :

Y= GG (1) (1)
©y=51(-1) - (x+1)+5:-2-¢71
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@yz—g(x+1)+%

10

B
B0
>
€

et
o

5

Sy = —;X +
Le point de contact de la tangente t avec la courbe Cr de f est le point I(~—1; f(-])) = I(—l; _1::1)

2p ..

8) Soit A € Ravec A > 0. Calculer 'aire A (1) de la partie du plan délimitée par le graphe de f, I'axe
des x et les droites d’équation x = 0 et x = A.
Calculer ensuite : lim A(A).
A—=+oo

Comme la fonction f est positive sur [0; + o[, on a :

2
A(A) = f S5(x+8) % dx IPP avec :
0
2
=[-5(x+3)-e 2*]} - f —5-e7 % Xdx
0 V(x)=e P 230(x) = —e 2%

ulx) =5(x+3)=2>u'lx)=5

A
[-5(x+3)-e 2%} +5. f eas X e
0

I

—5-[(A+3) e 22 -3e72] +5- [-e 2]}

= —5e 24 — 1507274 4 15¢72 — 57274 4 52

—54e~272 —20e %22 + 2072 u 0.

lim A(2)

A—+c0
= A]iT [-52e727% — 20e727% + 20e72 | Calcul a part :
Bl R0 20 e I a0 e
= [ez*"TL Tzt 3_2] ( e ) At g2AA

20 HEjo— 55 (—_5)
= 8_2 u. a. o ;{—]>r-Poo e2+d 400
= 2,71 cm? =0

(2]

Exercice 3 (4+9=13 points)

Résoudre dans R et préciser a chaque fois I'ensemble des solutions :

’71) Résoudre dans R: 27" *+6:2* > 8

(vx e R):
21-* 1 6.2%>8
©2:-27%+6-2*>8 [<2% >0

S 2+6-22%58-0%
©6:22%-8.24+2>0 |+2>0
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©3:22%-4.2*41>0 posons:2¥=t>0

S 3 tP=At+1>0 Résolvons :
@t<§ et 3t2—4t4+1=0 A=16-12=4
4-2 4+2
©2¥ <2 ou 28> 1 Slemee Al te
1
@2x<2]082(§) w0 @t—3 on St =
| 1
bij» 1 b | —oo = +00
< x<log,(z) ou x>0 e 3
s g2(3) > 3t2—4t+1 | + 0 — 0 +
< x< —log;(3) ou x>0
§ =]—00; —log;(3)[ U ]0; +oof [ |
1
3 9
2) Résoudre dansR: 3 -log, G - 1)3 = log,,(x — 2) — log,(2)
Conditions d’existence : Domaine :
’Z—Cﬁ1>o et x—2>0 D =]2;+o[

s et x> 2

(Vx€eD):
3 -logg G - 1)3 - 3'10827(35 —2) —logs(2)

5.1 logs G = 1) 9 logi(x—2) o
8 o320 2 les,@@ @ B8
logs(>—1) 9 lop.(x —2
(2 ) = 0g3( ) logs(2)

2-loes(3) =2 3:logs(@)
~logy (3 - 1) =2 logs(x — 2) — logs () |-2

s lopi=— 1) ==-logs(x—2) —logi(2) |:

X

< log, (5— 1) =3 -logz(x —2) — 2 - log5(2)

< logs (Jz—c— 1) = logs(x — 2)3 —log;(22%)

< logs(4) + logs (;—C— 1) = logs(x — 2)3

< logs (4-(?—1))=log3(x-—2)3

bij/

o4 (3-1)=@-2)

S2x—4=x3—-6x2+12x—-8

SxdP-6x2+10x—4=0

Notons :

P(x) =x3—6x2+10x—4
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W=

3 - log, G - 1) = z—- log,,(x — 2) — log,(2)
In (Z‘r = 1) 2 inlx =23 " in(2)

1
| =Y SREE 22 nEDO e

In(2-1) 9 In-x) In()
2-m(3) 2 3-ln(3) In(3)

|- In(3)
Celm(E-1)= mEx-2)-n@) |2
em(:-1)=3In(x-2)-2-In()

& In(2-1) =In(x - 2)? ~ In(22)

& In(22) +1n (2 - 1) = In(x — 2)3

o ]n(4- (- 1)) = In(x — 2)3

Div(—4) = {+1; +2; +4}




e PA1)=1-6+10-4=1=0

e P(-1)=-1-6-10—-4=-21+#0
Schéma de Horner :

s PR —8=2412024-0

1 —6 10 —4
Donc P(x) est divisible par (x — 2). 2 2 -8 4
1 —4 ] e
P(x)=((x—-2)- (x2 —4x+ 2) Zp
Ona:
P{x)=10
S (x—-2)-x*—-4x+2)=0
2
©x—2=0ou x>—4x+2=0 A=16-8=8=(2V2)
4-2v2 4422
Sx=2 ou xX= Ol X = =
Sx= 2 oux=2-vV2 ou x=2++2
¢b ~0,59 ~3.41
arejeter &D irejeter
Finalement :
s={2+2} %)
Exercice 4 (4+4=8 points)
1) Calculer: |im (x 3)
x-+0 \x + 1 L5
li (x e T
x—]ar-ll—loo x+1) (1 fl)
% 4 1 — 4y 3%1
= lim ( )
X—>+00 x+1
4 \3%-1 Posons :
< i (1 i ) 1 4 x+1
xX—+00 x+1 i ©—4dn=x+1en=— ex=—-4n-1
n S |
1 3(—4n-1)-1
= lim (1 i _) Six = 400, alorsn - —oo.
Mn—=—oo T
1 —12n—4
=l1m (1 —)
N——0oo n
-12
e NS
=¥ lim (1+—-) -(1+—)
n——co n n
=g =1
=124
z 1 7oy
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2) Déterminer les domaines de définition et de dérivabilité, les limites aux bornes du domaine et la

2 4x—1
fonction dérivée de la fonction f définie par f(x) = (-?:) :

=" =0l

3
Domaine : domf =domf' =R 05p
Limites :
lim f(x) lim f(x)
xX——0o X—+00
<0 <0

= lim e“** l)ln(_) "e_m']“@" e o = lim e(4x_1)'1"(§) "e+m'}n(§)" =i e

X——00 X—+0o
= 400 1p “ = 1p
Dérivée :
(Vx € dom f' = R)

# _ _(4x-1)In 2 . : 2 / {2 e 2 15
=) [ @] = @ 4D
Exercice 5 ((4+1)+3=8 points)
1) Soit la fonction f défini e e

oit la fonction f définie par: xX) = ———
V9 — 4x?
a) Déterminer toutes les primitives de f sur ] = —% ,%[

—x+ 3

=
V9 — 4x?

f g +3f e

sy e
VO — 4x2 V9 — 4x2

Iy

a3 2
-2‘(9—4x2)5+5—arcsin(§x)+k, ouk €R

1 1 3
=§-f—8x‘(9—4x2)_5 dx+§-

(ool I

£l 9 42+3 '(2 )+k uk e R
=i x? + Zarcsin (o x , ol

Donc :

1 3 2
F(x) = Z\/9 — 4x2 +Earcsin (gx) +k oukeR

'4p
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5 ; s o ; 1
b) Déterminer I'unique primitive de f sur [ qui prend la valeur , pourx = 0.

F(0) L : 3+0+k L k =
e — i = — = — —
i a G 2

La primitive F cherchée est donc définie par :

F()—19 42+3 (2)
x—4 X 2al‘CSlll 3x

1

= _1p

b
2) Calculer: J’ sin (2x) - cos(4x)dx ou a =§ et h==

a

2

s

o

m

e
I

o

stin(Zx) - cos(4x) dx

[sin(6x) + sin(—2x)] dx

T

6

= l [——- cos(6x) + % - cos(—Zx)]:

6

|
-5 en+gcnelcn-
(

it il

257

1 1
—=—-cos(3m) + 5 cos(—m) + = - cos(m) — = cos

2
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