Examen de fin d’

études secondaires 2014 — Mathématiques Il (sections C et D) — Corrigé

Exercice 1 (3+4+6=13 points)

[ 1) Démontrer que (Va € R} \ {1}), (vx € ]0; +oo[), (vr € R) : log,(x") = 7 - log, (x) j

(vx € R} = ]0; +0]), soit : y = log,(x). Alors :
loga(x) =y

ox=aY

=t =inl)h

= xT — ar-y

e loga(x") =71y

o loga(x™) =1 -log,(x)

LZ) Résoudre dansR : 3(e* + 1) = 2¢7™ - (1 — %) j

3(e*+1)=2e7*-(1—e%)
< 3e*+3=2e*-2
©3e*+5-2e*=0 |- e®* = 0
©3e?*+5e*—-2=0 posons:e* =t > 0
©3t2+5t-2=0 A= 25 + 24 = 49

-5-7 ~5+7
Sl = Ol =
6 6

©t=~2 ou t=2
N—— 3

a écarter
cart>0

1
S eX ==
3

@x=ln(§)

©x=-InQ3) $ = {~In(3)} (0]

3) Résoudre dans R :logi(5— x) +logs(2x — 1) < % - lpg =(x + 3)
5

Conditions d’existence : Domaine :

5—x>0 et 2x—1>0 et x+3>0 D=]§;5[
Sy § et x>% et x> -3
(Vx € D):

1
log1(5 —x) +logs(2x — 1) < 5 log z(x + 3)
5

logs (5 — x) 1 logs(x + 3)

— 41 e

ot (-0 0gs(2x — 1) <

1
logs (52)



log(5 — x 1 logc(x+3
= g—S(_l———2+ logs(2x — 1) Sz—g—s—(i—-l

2
—logs(5 — x) + logs(2x — 1) < logs(x + 3)
< logs(2x — 1) < logs(x + 3) + logs(5 — x)

& logs(2x — 1) < logs[(x + 3)(5 — x)]

bij/
© 2x—1=<(x+3)(5—-x)

o 2x—1<5x—x%+15-3x
©0<16 —x? )

X , ! 00 —4 4 +00

16—x2 | — 0 + 0 —-

Donc : 5(1) = [—4; 4]

En tenant compte des conditions d’existence, on obtient :

s=Dnsy =E:5[n[-44=];:4]

Exercice 2

(3+4=7 points)

Calculer, en justifiant, les limites suivantes :

©3x=5t+1

o arctan(2x) ("9" i ) <3x + 4) 1% £.0)
x-0 log(1 —x) g x—»+oo 3x—1 o
2 . E (3x = 5)6"
H =
= ;ltl_ryl’(l) ._%j_‘lﬁ__l_ x—l>r-11:100 3x —1
In(10) 1 —x 3y — 1 6x
G2 (3x W 1)
xX—+00 — —
: 2 (1—x)-In(10)
e S
= lim (1 i 3 1) _1__ 5
=2 - (—1n(10)) i il £y =1
= —21In(10) { 3p | 2-(5t+1)
= tlle( ) Six - +o0, alorst - 4+

1
10t

= [0+d) (D]

PR 122
i [+ T a1+
t—o+00 t t—>+ t

2610' 12

10

e

[ ]



"Exercice 3 (3+4+1+2+2+5=17 points)
5 f)=xIn(x)—x*=2 (nlx)—1)
Domaine :

Condition d’existence : x > 0 dom f = R% =]0; +oo]

Limites et branches infinies :

Pour x - 0* Pour x - o0

lim f(x) Jim £(x)
= li%1+ x3-(n(x)—1) ("0-(=)"f.i.) = lir+n ¥ -(n(x)—1) ("4 (+0)")

xX— X—+co

: In(X) -1 . — 00 o - !
o (Eraime) 5 | (2%
= (x)
X

5 1 lim f-*—
= lirglJr_% e A

xX— L

Fz e U1
i xX—+00 X

S 1 A = lim x?-(n(x) = 1) (" + o0 - (+00)")

%0t =3x ke

x3 = 400

= lim —

F=0E =3 La courbe Cr de f admet une branche
=05 parabolique (B.P.) (a droite) suivant la

direction de I'axe des ordonnées (0y).

2)  Dérivée:
(Vx € dom f' = 10; +o0[)
f'(x) =3x%- (In(x) — 1) + x3 %
= 3x% . (In(x) ~ 1) + x?
=x2-[3(n(x) — 1) + 1]

= 53-(31n(x)—2)
>0

Racine(s) de la dérivée :

/ = 2 — = 2 - = E = = 3
ffx)=0x?-BIn(x)-2)=0 & x 0 ou In(x) 2 % 0 oux es
a écarter ~1,95
car ¢ dom f’
Tableau des variations :

x 0 e +c0
Il = 0 +
] \ min 2 400

La fonction f admet un minimum en x = e3, égal 3 :

/()= () ()~ 1) == 1) =267~ 2



‘3)  Intersection avec (0Xx) :
fx)=0
o x3-(In(x)—1)=0

o x3=0 ou In(x)—1=0

o x=0 oux=e

e
a écarter
car ¢ dom f

CsN (0x) = {A} avec A(e;f(e)) = A(e; 0)

4) Equation de la tangente t; a la courbe Cy de f au point d’abscisse 1 :
t,=y=f(1) -1} +f(1) avec:
FO=13-tn@)-D=-1et f'(D)=1-Bln(1)-2)= L2
D’ou :

tIEyZ—Z(x'_l)+(—1)<=>y:_2x+1 Cop

5) Représentation graphique :

ty:y=—2x A
1

flz) = 2* In(z) — a®

6) Comme la fonction f est négative sur 10;e],ona:
e i
A(L) = —f fx)dx = J f(x)dx
y! e

A .
= J x3 - (In(x) — 1) dx IPP avec: 1
; u@x) =In(x)-1=u'(kx) = :

4 Ex‘* o 1)]2 = f%x‘* L

x v'(x) =x3 =2 v(x) = Zx“



= EA“ -(In() — 1) — o] —%fﬁ dx

1 B G
=2 @ - D -5 [

4
=1/14ln(/1) —}-/14——3—(14—-?”) On en déduit que :
4 4 16 ‘
1 1 1 1 ; lim A (2)
= e i _14 et
PEl s Te /5
g 1 1 /g’ = hm [———e + - /14 (ln(/l) T — 3]
e e Ly A1
16 4 \164 1 1 e ) 7
1 1 7 B\ =—et - - lim [/14 (ln(A) S ;]
= —et+ -2 (lnu) ?—é) h Y
16 4 1 =0
o T
Exercice 4 (3+4=7 points)
In(2x)
f(x)=2x—3+2x_

1) Déterminer le domaine de définition de la fonction f et montrer que la droite A d’équation
Yy = 2x — 3 est une asymptote oblique a la courbe Cr de f.

Conditions d’existence : Ona:

2x >0 et 2"—4=+0 xlierU(x) — (2x — 3)]

l()
2x

@ x>0 et 2% =25

= lim [2x~3+
S x>0 et x+2 xX—+00

—(2x — 3)]

- Inlix) e
dom f = ]0; +oo[ \ {2} =xETm2x—4 ( +oo fl)
2
2x
xl—l>r~)poo 2% -1n(2)
: 1
0, FI5% )

| SR
>0

Iz

= Q%

Donc la droite A d’équation y = 2x — 3 est une asymptote
oblique a la courbe Cy de f. {3 )

2) Etudier la position de la courbe Cr de f par rapport a son asymptote oblique A sur tout le domaine
de la fonction.

Soient M(x; f(x)) € Cr et P(x;y) €A, alors:

PM=f(x)-y

In(2x) In(2x)

=2x—‘3+2x —(X“"3)—— SR




'signe de PM :

x 0 i— 2 400
In(2x) Il i 0 * e
2% 4 I o = 0 +
PM I + 0 = I %
Lk - C,f Int:rsection A Cf
position I /A (5; _2) /C’f I /A
G
Exercice 5 (6+4=10 points)
PP avec :

I(x) = f e %* . sin(4x) dx

u(x) = sin(4x) = u'(x) = 4 cos(4x)

1 4 7 e = 3
= —Ee—zx sin(4x) — (_E) f e™2% . cos(4x) dx ¥ () =t a(E) =-—58 4x
il e s d IPP avec :
e Ee sin(4x) + 2 J’ : - cos(ix) dx uy(x) = cos(4x) = ull(x) = —4sin(4x)
i f 53
— —%e‘zx sin(4x) v () = e 2 v,(x) = =3 =
1 Sx
+2 —Ee—. X cos(4x) — 2 | e”%* - sin(4x) dx
1(x)
Donc :
1
IHx) = —Ee‘zx sin(4x) — e ?* cos(4x) — 4 - 1(x) + k
1
& 5. Ix) = —Ee_zx sin(4x) — e~ %?* cos(4x) + k
1 1 ,
& fix) = ———1-5e_2x sin(4x) — Ee_zx cos(4x) + k
1 & 7
o I(x) = ——e ?*(sin(4x) + 2 cos(4x)) + k' aveck, k'€ R

10

Comme :

1(%) = —11—06'" (sin_(ZTt) + 2COS(2T[)) + k' = _ie—rc LK

=0 =1

e S
=1

1(0) = —11—0e° <sin(0) +2 cos(o)') +k = _§+ K
=0

On en déduit que :

w

J'ie”z" -sin(4x) dx = I(E) —1(0) = —le‘Tr +l =

2 2 5 5

1
E(l —e ™) =019

2



5x—3 d f 5% d f 3 J
——dx=| ———=dx — | ——— dx
V9 — x2 V9 — x2 V9 — x2

1 1 1
= -(——)f—Zx-(9—x2) 2 dx—3f————————dx
2 X
3.1

=———--————3arcsin(§)+k

= —5+9 — x2 —3arcsin(§)+k ,kER

R—

Exercice 6 (2+4=6 points)

3x3 —6x2 +4x+3
(2 =i}

flx) =

1) Déterminera,b,c € Rtelsque (vx € R\ {1}): f(x) = ax + ;:—1 + (x—c1)2

vx e R\ {1}:

3x3 —6x2+4x + 3 b c

1) =ax+x_1+(x_1)2 [{(x—1)2=%0

©3x3—6x?+4x+3=ax-(x—1)2+b-(x—1)+c
©3x3—6x?+4x+3=ax(x*—2x+1)+bx—b+c
@3x3—6x24-4x+3=a_x3—2ax2+ax+bx—-b+c
©3x3—6x2+4x+3=ax®—-2ax*+(a+b)x+(c—b)

—2aa=:3—6 B 1 4 e

SLIHL ©{b =1 Donc: f(x) = 3x+;+ o L 2p |

@ =) =3 =

[ 2) Déterminer sur un intervalle I a préciser la primitive F de f qui prend la valeur 7 en x = 0.

dom f = R\ {1} = ]—o0; 1[ U ]1; +oo[. Comme 0 € ]—o0; 1], on calcule la primitive sur I = ]—o0; 1.

F(x)=ff(x) dx=J3xdx+fxi1dx+fﬁdx

3 4
==x?4+In(Jx—1))———+k aveck €R
2 x—1
Ona:

FO)=7e>-0+(-1)-=+k=7 () +4+k=7o4+k=7 k=3
D’ou la primitive cherchée :

3 4
F(x) = - x? —x)———+3 surI=]-o;
x) > X +1n(1 - x) e T J—es: 1]

(W]



