EXAMEN DE FIN D’ETUDES SECONDAIRES CLASSIQUES

e JE LUXEMBOURG 2020
tlsncne CORRIGE — BAREME
BRANCHE SECTION(S) EPREUVE ECRITE
hé : I D Durée de I'épreuve : 2h05
Matheématiques Date de I'épreuve : 9 juin 2020
Partie 1
Question 1 [12 points]

P(z) = 22 + (=1 + 3i)2% + (—6 + 5i)z — (14 + 8i)
Soit b: la racine imaginaire pure de P, (b € R)
P(bi) =0 <= (bi)® + (=1 + 34)(bi)® + (—6 + 53)(bi) — (14 + 8i) = 0
= —b% — (=14 3i)b% — 6bi —5b— 14 — 8i = 0
<= (b —5b — 14) + (b — 3b2 —6b—8)i = 0

b>—5b—14=0 (1)
b+ 362 +6b+8=0 (2)
Résolvons (1) : A=(-52-4-1-(-14) =81

b=—5:2t94:=>b=7v b=-2

b = —2 est aussi solution de (2), car (—2)3 + 3 - (—2)2 +6 - (-2)+8 < 0.

Par conséquent : z = —2; est la racine imaginaire pure de P. 4]
Schéma de Horner :
1 —1 32 —6 + 52 —14 -8
-2 —21 242 14+ 8
1 —141¢ 44T | 0
Dod: P(2) = (z +2i)[22 + (—1 + i)z + (=4 + 7i)] = (2 + 21) - Q(2) [2]

Q) =0<= 22+ (-1+i)z+ (—4+Ti) =0
A =(-1+i)2—4-1-(-4+T7)

=1-2{—-1+16 — 28: [2]
=16 — 30¢
Soit  + yi une racine carrée complexe de 16 — 304, (z;y) € R2.
22 —y2=16 z?—y2=16 (1)
2zy = —-30 = { 2zy=-30 (2)
2% +y? = /167 + (—30) z? +y? =34 3)
(1) +(3): 20 =50<= =5V z=-5
@) —-(@Q): 2 =18¢<=y=3Vvy=-3
e (2).: z et y sont de signes contraires.
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Ainsi, les r.c.c. de 16 — 30i sont : 5 — 3i et —5 + 34 et les racines de Q sont :
_1-i-6+3

_1-i+5-3i

5 3—21 et 2z

21

Finalement : Sc = {—24;3 — 2i; -2 + i}

Question 2
L e
_ 3 :
7 =(1275) (e-v59
_16-24i—9 1
B Y, A e e
(7 — 24i)
(—4—2v5i)- (2—5-4)
1a 7 — 244
B4 4B i = /5 i~ 10
7 — 244
s T
; S

=—§+§z

2. (5+2i)2— (38— 4)z="7—i.

Posons z = a+bi  (a;b) € R?, donc Z = a — bi.

L équation s’écrit :

(54 2i)(a+ bi) — (3—4i)(a—bi) =T7—1i
<= 5a+5bi+2ai—2b—3a+3bi+4ai+4b=T7—1

< (2a+2b)+ (6a+8b)i=7—1

2a+2b=17
=
6a + 86 = —1
29
- {%T7
b=-11
§={2-114}

2

(3]

(1]

[3+5=8 points]

(3]

(5]
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Partie 2

Question 3 [(10+2)+8=20 points]

15 a)
_ =B+ V2i
T i-(1-9)
_ (=B +V2i) - (=i) - (1+1)
1-(1+1)
_ (VBi+v2)-(1+1)

2
V6i — V6 + V2 + V2i
2

=\/§—\/6+\/§+\/5i

2 2

(1)

—VB+v2i _ —V6+V2i _ =
7 T RS Y ™

2eix

Ecrivons z; = —v/6 + /2i sous forme trigonométrique :

a1l = /(v + (V)2 = VB = 2v2

cos(pl:____\/gz_ig
2v2 . %8
blll(P1=£=1 —'_—><P1=?+2k7r el
a2 2

Donc : z; = 2/2 cis 5%

Ecrivons z; = 1 + i sous forme trigonométrique :

|22 = V12 +12 =2
COS (P9 = : —\/i
: V3 =><p2—z+2k7r (kezZ)
sm<p2=\—/_§=7
3
Donc: 2z, = ﬁcisz
7
2v/2 cis—
Dod: z=2o £ =2cis(§71—3)—_—2cisﬁ ) [7]
22 \/icis— 6 4 12
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7r_\/’2_—\/5+\/§+\/§2.

(b) Par (1) et (2) on conclut que : cis it

ey 4
On en déduit par identification des parties réelles et imaginaires
e V8-8 . Tn 2B 2]
i * e 0w i
2. 2z = —64i =64 - (—i) = 64 cis (—3) Sk
A s ‘ 2L 2
Les racines cubiques complexes de 2 sont de la forme :
3
=+ 2k
2z = /64 cis (—"’——F) - 4cis(g +k- %ﬂ) avec k € {0;1;2}
=4 cisg = 4
B L R I 3 1. =5 v
21 —4c15(§+ ?> _401s—6— =4- <—7 - 51) = —2v/3 - 2i
cofar o A AN W8 1. e g :
Z2—4CIS(§+—?:‘>—4CIST—4'(T—§Z)—2\/5—2’1. lSJ
Question 4 [8+12=20 points]
1. 2°=16V/3-16i (E)
Les solutions de (E) sont les racines cinquiémes complexes de Z = 16v/3 — 16i.
Ecrivons Z sous forme trigonométrique :
12| = \/(16V3)? + (—16)2 = 32
cosp = —16\/§ LA
T T
i chr I =><p=-g+2k1r (kezZ)
s
™
e is{ —— 3
Donc: Z 3201s( 6) [3]

Les racines cinquiemes complexes de Z sont de la forme :
-5 +2k
Zy, = /32 cis (—6_:_;——2) avec k € {0;1;2;3;4}

2w
30

-

— rad=—6° et 5=

(5]
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7 (V2)7-BvV2-VBi)? _ (21)"-(29)°

(V3+3i)5 e P
(1) 7 = (V24)" = (\/icis g)7 = 8v/2 cis (7711-) =82 cis (..g)
z2 =3v2 — /6i
22l = /(38v2)? + (—VB)2 = V2L =216
s S . 38
e by i
V6 1 =><P2=—E+2k1r (kez)
sin<p2=—2—%=_§

Donc : 25 = 21/6 cis(—%)
(22) 3 = (2v/6)3 cis (—%T—) = 486 cis (——g)

z23 = \/§+3Z
sl = \/(VB)2 + 32 = yIZ =23

vs 1
COS(,03=m=§
™
e 3 __\/—E =><p3—§+2k7r (kezZ)
3 2\/§ D)

Donc : z3 = 2v/3 cis (%)

(23) ® = (2v3)® cis (5%) = 288V/3 cis (5{) [8]
_ ()7 (2)?
o

it 8v/2 cis (——g) - 48+/6 cis (_72_r)
288/3 cis (%r)

forme trigonométrique [3]

=— = — 9 forme algébrique (1]
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Question 5§ [20 points]

2r+(m—-2)y+22 =m+2

—-z+2-m)y+z =-1
(m—-2)z+ 3y =m-2
2 m—2 2
detA =| -1 2-m 1| =2-[-3+(m—2)%—[6— (m—2)?
m—2 5 0
=3(m—2)% - 12
=3m(m — 4)

detA; =| -1 2-m =2-[-3+ (m—2)%] - 3(m +2) — (m — 2)?

[

= —6+2(m —2)?> — 3m — 6 + (m — 2)2
=3(m—2)? - 3m —12
=3(m?—4dm+4—-m—4)

= 3m(m — 5)
2]
2 m+2 2
detdy, =| -1 -1 1f =2:-[-(m—2)+(m-2)] - [2(m —2) — (m — 2)(m + 2)]
m—-2 m—2 0
=—=2(m —2) + (m — 2)(m +2)
=(m-2)(m+2-2)
=m(m — 2)
[2]

2 m—2 m-+2
"o v byl B R, SR

m—2 3 m— 2

=2-[—(m—-2)2+3]+[(m—-2)2—3(m+2)]+(m—2)[—(m—2)+(m—2)('m+2)]
=-2(m—2)?+6+ (m—2)2 - 3(m+2) + (m - 2)(m — 2)(m + 1)
=-(m—22+6-3m—6+(m—2)>2%(m+1)

= (m—22%(m+1-1)—3m

=m(m —2)? - 3m

=m(m? —4m+1)

m -1

Sim € R\ {0;4} |, alors det A # 0 et le systéme admet une solution unique :

_detA;  3m(m—-5) m-5

e 3m(m—4) m—4

detd, m(m —2) m— 2
S T 3m(m — 4) 34 3(m—4)

detA, m(m?-4dm+1) m2—dm+1
TTRE T Smme ) T Ml
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m—-5 m-2 m?-4dm+1
Fae ; ;
m—4"3(m—4)" 3(m-—4)
Les équations du systéme sont celles de trois plans de I’espace qui se coupent au point

(m—5' m— 2 _m2—4m+1
"\m-4"3(m—4)" 3(m-4)

,alorsdet A =0 et detA, # 0, donc

Les équations du systeéme sont celles de trois plans de I’espace qui n’ont aucun point commun. [2]

,alorsdet A =0 et detA, =detA, =det A, = 0 ; on ne peut pas conclure.
Le systeme s’écrit alors :

22 —2y+22=2 (1)

-z+2y+2=-1 (2)

-2z + 3y = -2 (3)
1)+2-(2): 2y+42=0<=y+22=0

1)+ @3): Yy 22=0

[4]

Le systeme est simplement indéterminé. Posons z = k/k € R.Onaalors: y = —2k etz = —3k + 1

S = {(-3k + 1;-2k; k) /k € R}

Les équations du systéme sont celles de trois plans de ’espace qui se coupent suivant la droite d de

-3
repére (A; ), avec A(1;0;0) et @ | —2 |. [5]
1
Question 6 [4+4+1+3+2+3+3=20 points]
|
1 E T3] et E 2 | ne sont pas colinéaires, donc les points A, B et C ne sont pas alignés
2 3

et définissent un plan.
M(z;y;2) e <= m,A_B) etﬁsontcoplanaires

= det(m; E; Z&) =0

z+2 =1 1
= |ly—-1 1 2(=0
Zielz: 3

= (+2)B-4)-(y-1)(-3-2)+(2+1)(-2-1)=0
= z-5y+32z+10=0 (équation cartésienne du plan )
[4]
N z+2y+3z2=4 (1)
| 5 +4y+52=3 (2)
(2)-2:(1): 3z—2=-5<=22=3z+5

Posonsz =k /k € R, onaalors:z=3k+5
11
Dans(l):k+2y+3(3k+5)=4<=>y=—5k-——2—
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RE=
Dot un systeme d’équations paramétriquesde d: d = { y = —5k — % (ke R)
z=3k+5
[4]
1 1
3. vecteur directeurde d: ¥ | -5 | ; vecteur normal A7 : 7 | —5
3 3
et 7 sont évidemment colinéaires, donc la droite d est perpendiculaire au plan 7. [1]
4. Soit D le point de percée de d dans 7.
z=k (1)
11
= —bk — — 2
D(z;y;2) €dNm < ¥ o 2 @)
z2=38k+5 (3)
r—5y+3z+10=0 (4)
. 11 3
(1),(2)et(3)dans (4): k—5(—5k— = +3(Bk+5)+10=0<=k = e
Z - 3 1
En remplagant successivement dans (1), (2) et (3), on obtient = = 1T 2etz= 3
A : 3.3
La droite d perce le plan 7 au point D (—5;2; 5) [3]
z=k r=-3
o i 210
5. BE(my;—4)ed+={ y=-5k— 4 =1
—4=3k+5 =-3
Donc B (—3; 2, —4) 2]
-1
6. fﬁ % est un vecteur directeur de la droite d’.
=

M(z;y;2) €ed = mest colinéaire 2 E
< (3keR) AM =k-AE

x4+ 2 -1
<= (Jk €R) y—1|=k-| &
z+1 -3

Systéme d’équations paramétriques de d’ :
r=-2—-k (1)

d = y=1+177k (2) (ke R)
z=-1-3k (3)
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De(l): k=-2-2
Dans (2): y=1+3(-2-2)<= 172 +2y+32=0
Dans 3): z=-1-3(-2-2)<=3z—2+5=0

172 +2y+32=0
D’ot un systéme d’équations cartésiennes de d’ : Nirart [3]
3—-—2+5=0
7. Le plan 7" est perpendiculaire au plan 7, donc le vecteur 7, normal au plan 7 est un vecteur

directeur du plan 7’.

D’autre part, le vecteur AE est aussi un vecteur directeur du plan 7/, car 7/ comprend la droite
(AE).

Les vecteurs 77 et E sont évidemment non colinéaires.

Finalement, 4 € 7'

M(z;y;2) e v’ AM e etzﬁ sont coplanaires
= (B €R?) AM=a-7+p8-AE

z+2 1 -1
<= (I(; B) € R?) y—1|=a-|-5]|+8-| 1
o | 3 -3

Systéme d’équations paramétriques du plan 7’ :
z=-24+a—p
! — — 17 % 2
TEYIEl-Gat s (a;8) €R
z=—-143a—-38
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