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Partie 1

[. Nombres complexes. 12+4(6+4)+4+4=30 points

1) P admet une racine imaginaire pure si et seulement si 3b € R tel que P (ib) = 0.

On a: P(ib) =0
& i-(ib)® — (3+1i)- (ib)® — (5—2i)- (ib) — 8 — 14i =0
& BP+3P+ib?—-5ib—-20—8—-14i=0
& BP+3?-20-8+i(b®—5b—14) =0
<

BP+302—-26—8=0
b2 —5b—14=0

{h3+3h2—2b—s=0 (1)

L

A=81:VA=9a=78=-2

—2dans (1)=0=0
—2i est une racine imaginaire pure de P

44

Horner:

i|-3—1t|-b6+2t| -8—14i

—2i 2 —2+2i | 8+ 14

t|=1=2 | -=7+4:]|0

donc P(z2) = (2 +2i) - (i2 — (1 +1i) 2z — T+ 4i)

ainsi P(2)=0&2=-2ioniz - (1+i)z—=7+4i=0
OnaA=(1+i)°—4i(4i—7) = 2i + 16 + 28i = 16 + 30i

donc il faut résoudre I'équation Z? = 16 + 30i on a |16 + 30i| = 34 donc
en posant Z = x + iy avec x;y € R on a:

22 —y? =16 2 =25
7% =16+ 30i & 2ry=30 & { zy=15
2+ y? =34 =9

r=5%ouzx=-5

< ¢ ry = 15 done r et y ont méme signe
y=3ouy=-3
donc 22 =16+30i < Z=5+3iouZ=-5-3i
ainsi iz? — (1+i)z2—7+4i=0
1+i4+5+3 1+i—5-3i
2i 2i
donc P(2)=0&2=-2iouz=2-3iouz=-1+2i
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2) Soit Z = 10V/3 + 6i 4+ 14+/3i

V3 +2i 2 — V/3i
a)Z__IO\/§+6i V3-2i 14+14v3i 2+ VBi
V3+2i V3-2i  2-3i 243
sl ;4"“/5 S +742""/§ =6 — 2iv3 — (—2+6iv/3) = 8 — 8iV/3
Z=8-8V3ieIVQ |Z|=|8-8V3i|=16
cosf = 3 : e
%5 <= 0=-%[2n] donc Z = 16 cis (—)
2

sinfl =

b) II faut résoudre 'équation 2* = Z
22=16-cis(-3) <= xn=2-cis(-5+k-3) ke{0;1;2;3}
s

9N

0=2-cis(—%);z1 =2 cis(Z7) ;22 =2 cis (137) ;23 = 2 - cis (127)
(1 +i)2020 ((1 +i)2)1010 (2i)1010
3) Z= 1 20m 1 + ()00 = 1+ (—1)""0
1010 (,;2)505
= 2 g ) = —21000 . 91000, oig (77)
. rm\\4 . im\\D . (4 5
g g2 2ooin @) (VE-cin ()" _ 2ol (8) - (v2)' -cia ()
(2-cis (5))° 28 cis (°¢)
26,/ . pig (4% 4 5n _ 5=
- \/_ms(235+4 6)=2\/§ (15(%71’)=2\/§ (15(271'—2)
=2v2(cos¥ —isinZ) =22
Partie2
II. Nombres complexes. 5+10=15 points

1) (1—4)-Z=(2+14)-2+ 3 on pose z =z + iy avec x;y € R
1=d) - (x—ty)=(2+7%) - (x+y)+3
= r-ty—ixr—-y=2r+y+ic-y+3
MBS
—-r—-y=x+2y y=2
donc S = {-3 + 2i}

(14 Vv3i)' (—2+2iv3) (V3+i)

2 ) o =
P V3—i (V3—1i) (V3+i)
—4 ) ;
___\/_g-*__éh =—\/§+i€[[ech
cosfy = —¥3 T _ 5w
|Z]|=2 { Sinlgl__:%z =>0| =7T_E=F [271']
2cis3E .
b) Z=——-38— =12cis (& + ) = V2cisid®
) ﬁcis(—%) \/_ (6 4) \/— 12

=\/§(cosl—f27"+isin'f—2")
g_—V3+i_ (V34 (1+1i)
T o1-i 0 (-9 (1+9)
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—V3B+i-iv3-1 Ma+1  .1~4/3
= —_— +1
2 2 2
c) \/5008113—-—;=—@ < 2cos(7r+ll):— 32+1
< —V2cosg;5 =—@ < cos5 = 2-3/51 = MI H
III. Géomeétrie analytique de ’espace. (14-241+42+44+5)=15 points

-1 -2
1) A; B et C alignés < 3k € R tel que AB ( 1 ) —k.AC ( 3 )
2

- 1
1=2k & k= -%-
2=k
impossible donc les trois points A; B; C' ne sont pas alignés et déterminent un
plan.
o i il
2 Miz;ys2)ell &= |y+1 1 3 |=0
z =2 1

STr+dy—2-9=0
3) Dell & 7-(-3)+5-(-2) -2 ~-9=0 impossible donc D ¢ I1

4
4) n ( 3 ) est un vecteur normal & o
1

s e 4
M(z;y;z) €ed(D;ii) <= JkeRtelque DM | y+2 | =k-ii| 3
z2—2 1

r=4k-3
= { y=3k—-2 aveck € R  systéme d'équations paramétrées de d

z=k+2
r=4k -3
: y=3k-2
i Bnd: z2=k+2

x+d5y—2-9=0
(1);(2);(3)dans (4) = 7(4k-3)+53k—-2) - (k+2)-9=0
S42k-42=0k=1
donc IINnd = {E(1;1;3)}
6){3r+2y+z=4 { z=x+2 ={ z=x+2y

T+2y—2=0 x+2y+z+2y=4 dr+4y =4
_ : ¢ ' z=1—-k
e dwmetind L8 e YL LPET
e Y e Y z=1+k

donc § = {(1 —k; k;1+ k), k € R}
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-1
miNmy=davec A(1;0;1) edet @ 1 vecteur directeur de d.
1
IV. Systémes linéaires. 15 points
1 1 a
1) |A] = 1 all=a-a*=-ala—1)(a+1)
a+1 a 1
|Al =0 <= a=—-1loua=0o0ua=1
2) Sia=0
z+y = 0 z+y = 0 z+y = 0
242z = 0 = = U == 2=y = 0
T+2 = 0 2=y =0 0 =20

S ={(-a;a;a) | a € R}
3 plans qui se coupent en une droite d avec O (0:0;0) € d

—1
et i 1 vec. dir. de d
1
Sia=1
z+y+z = 0 z+y+z = 0
zT+y+z = 2 <+ 0 = 2 ==
2r+y+z = 1 T = 1]

3 plans qui n’ont aucun point en commun

3) Sia € R™\{-1;1}

1 0 1 a
= a(l—u.)(1+a.). s Z i
—a(l —a?)
h a(l—a)(l+a)
afa—1)(a+1)
h a(l—a)(l+a)
= -1
1 1 0 a
A a(_l—a}(1+a). a-1+-l 2:' }

a— a® - 2a®
a(l—a)(l+a)
—a(a+1)(2a—-1)

a(l—a)(l+a)
2a -1

a—1
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1 i 20

e a(l—a)(l+a) a+1Z ;

2 a+ a?

~ a(l-a)(1+a)

30 ala+1)

~ a(l—a)(1+a)

S

 1l-a

S={(-1%25:)}

3 plans qui se coupent en un et un seul point
V. Probabilités. (3+3+3+3)+3=15 points

1) Avec ordre, sans répétition donc arrangements 3 boules parmi 12 boules.
) Al 128 1

P=—F=—=—

X A e 1
ordre des couleurs
BB AL A A 8 12
o Al 1320 56
2 2 4+1 144
C) i A4A_§2A6 5 - 1_::2020 g8 1320 7S % ( 3 rouges ou 3 noires )
places de non rouge

g ptid 3 4-3.8-3 12

A3, ~12-11-10 55
2) Avec ordre, avec répétition donc puissances. 3 boules parmi 12 boules.

P— 4 3+ E 3+ 3 3—i+l+i—l
112 12 337 ¢ 28 6

VI. Combinatoire. (2+2+4+4+3)=15 points

1) Sans ordre, sans répétition donc combinaisons.
1 gardien et 6 joueurs de champ = C1 - C%; = 5148.
2) Sans ordre, sans répétition donc combinaisons.
C;-C3 =2-84=168
3) Sans ordre, sans répétition donc combinaisons.
le gardien peut étre étranger ou luxembourgeois.
C}-C?-C§+C}-C3-C3="756+672 = 1428.
4) Sans ordre, sans répétition donc combinaisons.
le gardien peut étre Misch ou un autre.
C} - C$, + C} - C8% = 462 + 3432 = 3894.
5) Avec ordre, sans répétition donc arrangements.
A3 - A3 = 3! 13! = 6 - 6227020800 = 37362124800
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