Mathématiques 1 - Corrigé Section C

Question 1

Posons P(z) = 323 — (10 + 15i)z2 + (-3 + 33i)z — 36i — 28
Soit z, = bi (b € R) une racine imaginaire pure de P.

P(zy)) =0 o P(bi) =0
< 3(bi)® - (10 + 15i) - (hi)* + (=3 +33i) - hi — 36i — 28 =0
<  —3b3%i +10b% + 15b%i — 3bi — 33b — 36i —28 = 0

{—31;3 +15b% — 3b — 36 = 0 (1)
10b% —33b — 28 = 0 (2)

Résolvons (2) :

4 =b%-4qc —b—+2 —b+V2
=332-4-10 - (-28) b1=T b2=T
= 2209 _ 433 —+2209 _ +33 ++v2209
T 210 T 2-10
3 10 2
=_7 N T A (=LY —3. (Y26 = —
b=—Ldans(l): -3-( Z) +15 (-=) -3 (-2)—36=-25521%0
b = 4 dans (1) : ~3-43415-42-3-4-36=0

Donc z, = 4i est une racine imaginaire pure de P.
Par conséquent, P(z)est divisible par z — 4i et il existe donc un polynéme Q tel que

P(z) = (z—40) - Q(2).

Recherchons Q(z2) :
3 —-10 — 15i -3+ 33i —28 — 36i
4i 12i 12 — 40i 28 + 36i
3 —10 - 3i 9 —7i | 0

Donc P(z) = (z — 4i) - Q(2z) avec Q(z) = 3z% + (—10 —3i)z + 9 — 7i.
OrP(z2) =0=(z—4i) - Q(2)=0=z=4iouQ(z) =0

Résolvons Q(z) = 0:

4 = b? — 4ac
=(-10-3i)?-4-3 -(9-70)
=100+ 60i — 9 — 108 + 84i
=~-17 4+ 144i

Recherchons les racines carrées complexes de A4 :
u=x+yi,(x;y) € R? est une r.c.c. de 4
sul=A
& x2 —y? + 2xyi = =17 + 144i
{xz -y =-17
=
2xy = 144
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De plus, u®> = 4 = |u?| = |4]
< [ul? = 4]

S x2+y? =172 + 1442

= x2+y? =145

D’ou le nouveau systéme : x2—y2=-17 (1)
xy=72>0 (2)
x2+y?=145 (3)

A+ 2x% =128 - 2y? =162
= xt=64 & yt=81
< x=—-8oux=28 &y=—-9ouy=9

D’aprés (2), x et y ont le méme signe, d’oli les r.c.c. de A sont :
U, =—8-—9etu,=8+9i =4

Les solutions de I'équation Q(z) = 0 sont :

_—b—é‘ et _—b+6
a= 2a 2= 2a

_ —(-10-3)) - (8+90) _ —(—10-3i)+ (8+9i)
- 2.3 - 2-3
_2—6i _18+12i

6 T 6

1 =3+ 2i

Finalement : S¢ = {412 — i; 3 + 2i}
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Question 2
1)
_\/§ 2 1 2 2 |22| = ‘\/ 22 + (—2)2 = 2\/5
Iz = (?) +(3) =3 V2
V3 T e =T (mod2m
3 = 0, = —— (mod 21
cos@lz—z— I sin@ ———E 4
1 =>@1Eg(mod27t) 2 =77
sin@; = -
) D’ol : z, = 2V2cis (—%) (forme trig.)

2)
5 @)’ 5@
ZZ ZZ
2
265 (%) v3,1,
3513 3 T31
_Zﬁcis(—%) S 2-2i
4 T + 2v3, —l
5¢is(3) SE AN B
=— 2—2i
2v2cis (-7 1,43,
'\/E (4 Vs =9 9 : 1+l
=TCiS(§—(—Z)) 1-— 1+l
1 1+\/§i+i—\f§
N (71:) =3 >
= —cis|—
9 12 _1-+3 143,
(forme trig.) =18 T8 ¢
(forme alg.)
Question 3
m -1 2m-—1
1) d=m m 1
1 -1 1

m 1 m m
=m |7 7 +@m-n T T
=m-(m+1)+ (m-— 1)+(2m 1) - (-2m)
=m?+m+m—1-4m?+2m
=-3m?>+4m-1
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Résolvons § =0 ;

A = b* — 4ac —b—+4 b+ 2
=42—4.(=3)-(-1) m = my = ——
=4 _—4-i _—4+4

T 2-(=-3) T 2:(-3)
K

Le systeme admet une solution unique ssim € R \ {1;-31-}

=1
X—=y+z = - — = -
Alors (s) s'écrit:{x+y+2z = 3 ‘:{;c-l_yi; _ 328§
X=y+z = -2 Y -

De(l): x=y-2z-2(3)
(3) dans (2) : y—Z—2+y+z=3=>2y=5(=)y=§(4)

(4) dans (3) : x=§_z_2=,x=%_z
X = % -2
Posons z = A, alors (s) < _ 5
y= 3
zZ= A

Le systéme (s) est simplement indéterminé.
1 5
s={G-x31)i1er}
I.G. : Les équations de (s) sont celles de trois plans de I'espace qui se coupent suivant la

-1
droite d passant par le point A G;;; 0) et de vecteur directeur 17( 0 )

1
1
m=3
ly—y1, — _8
3¥TYT32 = 73 x=3y—-z = -8(1)
Alors (s) s’écrit : lx+ly+z = 3 &3x+y+3z = 9 (2)
8 3 x—y+z = =-2(3)
x—-y+z = =2
De(1l): x=3y+z-8
(4) dans (2) : 3y+z—8+y+3z=9<=)4y+42=174:)y+z=14—7
(4) dans (3) : 3y+z—-8—-y+z=-22y+2z=6=y+z=3
Le systéme (s) est impossible.
§=90

I.G.: Les équations de (s) sont celles de trois plans de I'espace qui n’ont aucun point
commun.
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Question 4
4—-0 4
1) Coordonnées de 4B : (0 — 2) = (-—2)
1-3 -2
1-0 1
Coordonnées de AC : (2 - 2) = ( 0 )
1-3 -2
A, Bet(Csontalignés << 3k € Rtel queZﬁ =k-AC
4=k
< 3k € Rtel que{ —-2=0 IMPOSSIBLE
-2==-2k

Conclusion : Les points A, B et C ne sont pas alignés

Une équation cartésienne du plan 7 qui passe par 4, Bet C :
M(x;y;z) Em < AM, AB et AC sont coplanaires
=3 det(AM;E;TC) =0

X 4 1
Sly-2 -2 0|=0
z—3 =2 =2

S 4x+6y+22—18=0
=2x+3y+z—-9=0

Section C

2) Un systéme d’équations paramétriques de la droite d perpendiculaire au plan @ qui

passe par D :

1
M(x;y;z) €d < DM et sont colinéaires

& 3keRtelqueDM =k -7t

x—2=2k

(=>3k€lR§tquue{y—3=3k
z—-3=k

x=2+2k

(:)EIkE}R{tquue{y=3+3k
z=3+k

2
n (3) est un vecteur normal a ™ et comme d 1 m, 71 est un vecteur directeur de d.

Un systéme d’équations cartésiennes de la droite d perpendiculaire au plan  qui passe

parD :
x =2+ 2k
M(x;y;z) €d @EIkERtelque{y=3+3k
z=3+k
dk € Rtelquek=2z-3
<=){ x=2+2k
y=3+3k
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JkeRtelquek=2z-—3
= x=2+2-(z—-3)
y=3+3-(z—3)
x—2z+4=0
{y—32+6=0

3) Coordonnées du point d’intersection de la droite d et du plan 7 :

2x+3y+z—-9=0 (1)
x=2+2k 2

I(x;y;z) eEnnd y=3+3k (3) (k e R)
z=3+k 4
(2), (3) et (4) dans (1) :
2:2+20)+3-(B3+3)+3+k-9=07+14k =0 k=—> (5
(5) dans (2) : x=2+2-(—%)=>x=
(5)dans(3):  y=3+3-(- ) ey=2
(5) dans (4) : z=3+(—%)=)z=§

Conclusion : i et d se coupent au point | (1; %,g)
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Question 5
1)

-k

(——Sx) 2614(—1) () (3x2)k

2614(—1)’( 214 -k . k 14 3k

—_ Z C{(4(_1)k214—k . 3k A x3k-—-14

k=0
x3K714 = 13 & 3k — 14 =13
& 3k =27
k=9
Terme en x13 CPy(—1)921472.3% . x39-14 = _1.2002 - 32 - 19683 - x13

= —1260971712x13
2) Tous les événements élémentaires sont équiprobables
card Q = C3,, = 161700
a) A: «lacheteur gagne exactement 30€ »
3-10€o0u(l-30€et2-0€)
cardA = C3y + C} - C3, =120+ 5- 3486 = 17550
card4A 17550 117

Pl = 90 = Te1700 = 1078 = “11

b) B: « I'acheteur gagne au moins 30€ »

B: « 'acheteur gagne au plus 20€ »
3-0€ou(l1-10€et2-0€)ou(2-10€et1-0€)
card B = C3, + C, - Cés + C% - C&4, = 95284 + 10 - 3486 + 45 - 84 = 133924
_ = card B 133924 992
PBY=1-p(B) =1- s =1~ Te1700 = 5775
3) Maniéres possibles :

a) Pg =8!=40320

b) 7-Ps-P,=7-6'-21=5040-2 = 10080

C) Py-Py-P,=41-41.21=24.24-2 =1152

d) Ps-P;-4=51-31-4=120-6-4 = 2880

e) Pp-2*=41.2*=24.16 = 384

~ 0,17
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