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Corrigé
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Question1 [(8 +4) + (2 + 3) = 17 points]

P(z) =z° — (2v3 —4i) - 2% — (20 — 43 i) - z + 64i.
a) P(bi) =0 & (bi)® — (2v/3 — 4i)(bi)> — (20— 4V/3i) - bi + 64i = 0 avech € R

& —b3i + 2v3b% — 4b%i — 20bi — 4V3b + 64i =0

o { 2V3b2 - 43b =0 (E1)
—b3—4b2-20b+64=0 (E2)

(E1) © b = 0 oub = 2. Notons que b = 0 n’est pas solution de (E2).
D’ou: P(2i) = 0 et P(z) est divisible par z — 2i.

1 —2v/3 + 4i —20+4V3i 64i
2i 2i -12— 431 —64i
1 ~2v3 + 6i -32 0

P(z)=0ez=2iouz?+(-2V3+6i)z—32=0 (%)
Résoudre () : A = (—2V3 + 6i)° + 4- 32 = 104 — 24V3 i.
Soit u = x + iy une racine carrée complexe de A, avec (x,y) € R?:
x2—y2=104 (1)
uw=Ae {ny =243 (2)
x2+y2=112 (3)
M+RB)e2x2=216 = x=1+6V3
B -e2py*=8cy=12
En tenant compte de I'équation (2) les RCC de A sont 6v3 — 2i et —6V3 + 2i et les solutions de (x)
seront :

7 = 2\/§—6i;6\/§—2i = 43— 4i ot 2, = zﬁ—si;6ﬁ+zi — 232

Finalement : § = {2i, 4v/3 — 4i,—2v3 - 2i}
b) A(2i)
B(-2v3 - 2i) avec Re(zg) < 0
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C(4V3 — 4i)

Zy=20=2-cis (g)
IZB|=4etzB=4'(—1/—§—li =4.cis (7?")

2 2

|zc| = 8etz, = '(\g—g—%i)=8-ci5 (1—2”-)=8-cis (—g)

() s (F-3)=2-as ()
za 2-cis(") - 6 2) s 3

2,
zc _ &CB(—%J P (EE)
Zp - 4.cis (77") =2-cis 3

Donc B = s(A) et C = s(B), et s([AB]) = [BC] avec s similitude de centre 0, de rapport 2 et d’angle

iﬁ%(mod 21m).
>

Z+i .
———avecz + —1+1i.
Z4+1+i

.  SoitZ =

a) Enposantz = x + iy, Z devient :

_ x=iy+i __ x+i(1-y) et )-ii-y) x2+x+(1~y)? . 1-y
T ox—iy+1+i (c+D+i(1-y) (x+1)—-i(1-y)  (x+1)2+(1—-y)2 (x+1)2+(1-y)2

b) ZEIR"ey+letx’+x+(1—y)2=0

Sy+xlet (x+-;-)2+(y—1)2=

1
4
: 1
Equation du cercle C de centre ﬂ(—;;l)

et de rayon %

Comme A(0;1) e CetB(—1;1) € C,E=C\ {4,B}.
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Question2 [5 + (5 + 6) = 16 points]
. Soitl'=y=-2v—-x%+x.

Conditions d’existence : y < 0et—x? + x > 0 & x € [0; 1]
vy <0,vx € [0; 1]:
y? = 4(-x%+x)

4:)4(x2—x+%)+y2=1

1 2
o (x f) +y2=1 Equation d’une demi-ellipse de centre Q G, O) et d’axe focal (Q,)).
4
1 4
0.5 4
0.5
. SoitT = 10x? —y? — 40x — 2y = —48 (*)

a) 10x%2 —y? —40x — 2y = —48
S 10(x?—4x+4) - (y?+2y+1)=—-48+40—-1
©10(x—2)2—(y+1)2 = =9
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+1)? (x—2)°
= ) - 9 =1
10
I est donc une hyperbole de centre (2; —1) et d’axe focal (2, ]).
g o _[m
a= b=3,c¢c o= 10 , excentricité e = o
p {X =x—-2
osonsyy, _ y+1
Dans (Q,7,7) Dans (0,1,])
Sommets S(0;3) et S'(0;—-3) S(2;2)etS'(2;—-4)
Foyers F<0 3J—)etF (O;—B\/E) (2 —1+3f)etF (2;—1—3 E—)
10 10
irectri =v=3[Latd'=yvy=-3[0|g=v=23[0_ =y =3 |10_
Directrices d:Y_3\/;etd =Y =-3 |7 d_y—3\/: letd'=y= 3\/; 1
A, =Y =10x A =y=vV10x-2V10-1
Asymptotes 1 1
yme A, =Y = /10X A, =y=—=/10x+2V10 -1

b) SoitdEyz%x+1,soittunetangenteél‘.tJ.d@tEy:-—z;qx+l,avec11€]R.

Déterminons ' N t: remplacery = —-?x + A dans (%)

10x% — (—39x +/1)2 — 40x — 2(—§x+/1) —

—48

o 10x2 —% 2,20 ;tx ,12—40x+—x—2,1+48—0

L
49

+(F

A—ﬂ)x A2 -21+48=0

t est tangente a I' si et seulementsiA = 0

- (1= 2

& 4022 -

2640

20, 22 _ _
+4 P A*+241-48)=0

5760

201 +28 =
7

7

(:)/1=60u/1=-2:/,i

D’oli:

y= —70x +6 point de contact T, (0; 6)
y=- ? + ? point de contact T, (4; —8)
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Question3 [(1+3+1)+3+(3+4) =15 points]

b)

a)

b)

15 jetons numérotés : 5 bleus (B}, 3 verts (V) et 7 rouges (R).
Tirages successifs sans remise : #0 = A}:=32760

Soit A I'événement « tirer 3R et 1V ».

#A = C} - A3 A} = 2520

Soit B I'événement « tirer exactement 2 jetons de méme couleur ».

#B =CZ-A2-AL-A}-21+CZ2 A3 AL-AY-214C2-AZ-AL-AL-21=15120
2B 1V 1R 2V 1B 1R 2R 1B 1V

=(c¢-ci-c;+c2-c-cr+ci-ct-ci) 4

Soit C Pévénement « tirer trois couleurs différentes ».

€ o pmy B0 5 o
PO =pB) =575 =13~ O

Amontrer: X7, Cf = Cht1 () avec k € N fixé

Conditions d’existence : Jj € Netj =k (sinon on convient que Cjk =0)
ne€Netn=>k

Sin =k, alors (+) devient ¥_, Cf = ¢f =1 = ¢f].

Supposons donc la formule Z§-=k Cjk = Ci’j_*ll vraie pour tout i EN avec i <n (Hypothése de

récurrence HR) et démontrons qu’elle reste vraiesii = n + 1.

n+1 n HR

§ k E k k o rk+1 k — k+1
Cj - Cj + Cn+1 - Cn+1 + Cn+1 - Cn+2

o y

()
=k i= Triangle de Pascal

3 cartes tirées simultanément #Q = C3, = 560

Soit A I'événement « tirer deux cartes de méme couleur ».

288 _

#A=4-C} Cl, = 288etp(4) == =

18
— 1

35 0,5

Soit B I'événement « tirer au moins deux cartes de méme couleur ». Alors B désigne I'événement

« tirer 3 couleurs différentes ».
#B = #0 — #B avec #B = 343 = 256etp(B) =1—p(B) = 1-= ==~ 054

Soit X la variable aléatoire comptant le nombre de cceurs tirés. Il s’agit d’une expérience de Bernoulli

car on répéte n expériences indépendantes sous des conditions identiques {(n tirages avec remise). X

. o . . ; b rg\n-i .
suit donc une loi binomiale de paramétres p =% etnetpX=1i)=C- G) -(Z) avec i €

{0,1,2,...,n}
p(X=21)>0951-PX =0)>0,95
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n

3
= 1-— (Z) > 0,95

& n > logs(0,05)
4

=~10,41

Il faut donc effectuer au moins 11 tirages successifs.

Question4 [5 + 7 = 12 points]

x=3-cos’t
y =4 -sin(2t)’

a) SiM(t) = (3cos?t;4sin(2t)), alors M(—t) = (3 cos? t; —4sin(2t)) = S(0x) (M(t)) et est

. Ondonnelacourbel = { avect € [—m;m].

symétrique par rapport a 'axe (0x). Il suffit donc de I'étudier sur [0 ; ].
b) x=3cos’tex=3 -%(1 + cos(2t)) & gx — 1 = cos(2t).

y = 4sin(2t) & % = sin(2t)

2 2 = 2
Dou: (2x—1) +Z = 1«:»—————("%2) +L =1

équation d’une ellipse de centre () (—2, 0) et d’axe focal (Q,)).

W
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3x =xp 3x=xp
D'ol : { {

2 2
Soient £ = % + y? = 1 et les points A(—7;0) et B(7; 0).

x3  y3 1 . A
P(xp;yp) EE 3—: + ?” =leyp=15/36- x%. Comme APB est non aplati, P ne peut pas étre

un des sommets du grand-axe de &, c.a.d. xp # 6.

Soit G(x; y) le centre de gravité du A(APB) :

—_

GA+GB+GC=0 (ou bien utiliser PG = PM, avec M = mil|AB])

Xatxpt+xc J’A+YB+J/c)

(=4 = H 4 !
G = (PAtERtic, Yty (;(AT‘;
L e

X 1 0

o G6=(2;+3/36- ) -

(a2

y=+1VEE— A2 |y = £ VT2

: |,
FinalementILEy:i%\M—xz(:)I[.Ex2+4y2—4=04=>1LE<xT+y2=1.

-

Comme xp # 16,x + 12 et L est I'ellipse de centre 0(0; 0) dont on exclut les points (—2;0) et (2; 0).
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