Examen de fin d’études secondaires 2015 — Mathématiques | (section D) — Corrigé

Exercice 1 (14 points)
Soit P(z) = z3 4+ (1 + 3i) z2 + (i + 10i) z — 4m(2 — i) avecm € R.
Déterminer la valeur du parameétre réel m sachant que (—2i) est une racine de P.

Résoudre ensuite I'équation P(z) = 0.

P(z) =2+ (1 +3)) 2>+ (m + 10i) z — 4m(2 — i)

P(z) admet (—2i ) comme racine si et seulement si P(—=2i) = 0.0Ona:

P(=2i) =0 (=20)°+ @ +30)-(=2i)?+ (m+10i) - (-20)) —4m (2 —-i) =0
© —8i% + (1 +3i) - (4i%) — 2mi — 20i> - 8m + 4mi =0
& 8i—4—-12i —2mi +20—8m +4mi = 0

& (16 —8m) + (=4 +2m)-i=0

A om0

Donc:P(z)=z3+(1+3i)22+(2+1D£)z-.8(2—i) (3p |
Comme (—2i) est une racine de P, on en déduit que P(z) est divisible par (z + 2i).

Schéma de Horner :

1 1+ 3i 24 100 —16 + 8i
—2i d —21 2 =21 16 — 8i
1 14+ 4 4 Bi ﬂ 0
P(z) = (z+20) (2> + (1 + D)z + 4 + 8i) 3p
Q(z)
Résolvons 0(z) = 0 :
a=1
22+ (1+i)z+4+8i=0 — 1
c=4+8i

e A= b?—4ac
= (14 )% —4(4 + 8i)
=1+4+2i—1-—16—32i
= —16 — 30i

' 1p

® Racines carrées complexes (rcc) de A= —16 — 30i.
Soit§ = x + yi unerccde Aavecx,y € R. Alors :
5% =A
& (x + yi)? = —16 — 30i
& (x%2 — y?) + 2xyi = —16 — 30i

1/7




En tenant compte de la condition sur les modules, on obtient le systéme suivant :

x?—y?=-16 (1)
2xy =-30 (2) |<0= xetysontde signes contraires

x> +y2=34 (3) |x2+y?=./(-16)%+ (—30)2 = V256 + 900 = V1156 =34 [z

B 2x4=18ex> =9 x =13
B)—=(1):2y2=50=y? =25 y=45 (20 |

Les rcc de A sont donc :
5=3—-5i et §'=—-6=-3+5i

e Les solutions de I'équation z? + (1 +i)z+4 + 8i = O sont :

—b=8 _ =(A+i)~(3=50) —4+4i _

i == 5 e -2+ 2i
z; = -1;26 = —(1+£);r{3—5i} o 2—26i =1 3§
Donc : P(z) =(z+2i)(z+2—2i)(z—1+ 3i)
et: P(z)=02z=-2i ou z=—2+21 ou z=1—3i
S ={-2i; -2 +2i; 1— 3i} 3
Exercice 2 ; (5+5+6=16 points)

(2i-2v3)°
(2 cis(%))

1) Ecrire le nombre complexe Z sous forme trigonométrique et sous forme algébrique : Z =

Soit: z; = 2i — 23 = —2V3 + 2i

Module de z; : Argument de z; : Alternative :
1z4] = | (—2v3)" + 22 arg(zy) = arctan (_Lﬁ) SR e
T = arctan (— ?) + 1 [27] =4 (— ? + % i)
£ e )
=" g
= % e = 4.cis ()
zZy = 4 cis (-5—(:) : e

sof 5T = A ’
G (o) o) o) e ey o (08) s ()
= m\\*  26cis(E) T 25cis() S e e ) e cis (3
(Zc[s(z)) i 5 =

z = 16cis (%) = 16 (cos () + isin (2)) = 16 (-1 + i L) = -8 + 8V3 i &3
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- . . . £ % Z — 4
2) Résoudre dans C I'équation suivante et préciser I'ensemble des solutions : =l + 2i

Soitz=a + biaveca,b € R. Alors :

Z

=7+ 2i
i
a + bi
o — =aq — bi + 2i
i—1

& a+bi=(a—bi+2)(i-1)
ea+bi=ai+b—2—a+bi—2i
©a+bi=b-a-2)+i(a+b-2) -

a=b—a—2 b=2a+2 a=2 2y g o
{b=ﬂ+b—2¢b{ a =2 ¢=>{b=6 § = {2 + 61} S

3) Calculer et donner sous forme trigonométrique les racines cubiques du nombre complexe
. it
w = —27cis (E)‘

Reporter ensuite les points qui ont pour affixes les racines cubiques de w dans le plan de Gauss.

w = —27 cis (E) = 27 cis(rm) cis (g) =27cis (rr + %) = 27.cis (-%t) (1]

& = r - cis(8) est une racine cubique complexe de w si et seulement si
5 =w tH
& [r-cis(8)]® = 27 - cis (-%T)

3. cis(36) = 27 - cis (%”

2= 20
i {CIS(39) =cis (?:)

=
{39 +k 2n aveck € {0; 1; 2}

r=3
= tﬁ'=—+."c-—II avec k €{0;1; 2}
! . . (7w 21
Les racines cubiques complexes de w sont donc : , = 3 : cis (E + It - ?) avec k € {0; 1; 2}.
. (191 31w —
60—3cns(18), 6‘1=3c:ts(—1-§), 6‘2—3c1s(18) | 3 |
Exercice 3 ' (16 points)

Résoudre, discuter et mterpreter géométriquement suivant les valeurs du parametre réel m le
systeme suivant :
rhy—z=1
S)={2x+3y+mz=3 (meR)
x+my+3z=2
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1 1 =1\ = il
Ecriture matricielle du systeme (8):(2 3 m (y)= 3

SLom 8/ e 02
X B
IE AR el
det(A)=1|2 3 m
Ioeme 3
=9+4+m—2m-—(—3+m?+6)
=-m’-m+6
=—(m—-2)(m+ 3) det(A) =0 m=2 ou m= -3 (2p |

| 1" cas:m e R\ {—3;2} |

Sim € R\ {—3; 2}, le systéme (§) est de Cramer et admet une solution unique.

1 1 =1
det(A,) =13 3 m
ZAS IS
=94+2m—-3m—(—6+m?+9)
=-m?’-m+6
= —(m —2)(m + 3) )
i ae =il
det(4;) =2 3 "m
JIES2 553
=94+m—4—(—-3+2m+6)
=-m+2
=—(m-2) .
L= Al
det(4,)=1|2 3 3
b s
=6+3+2m— (3 +3m+4)
=2—m
= —(m-2) (%

On en déduit que :

L det(4,) _ det(4,) o det(4,)
det(4) = det(4) det(4)
_ —(m=-2)(m+3) —(m—2) S =)
T —(m—2)(m+3) T Zm-2)(m+3) T —(m-2)(m+3)
=1 1 Sk
" m+3 - m+3

"m+3"' m+3

5, = {(1 ) me 11@\{—3;2]}

Interprétation géométrique :

Sim € R\ {—3; 2}, I'intersection des trois plans est le point I (1; m—1+3 ;—m1+3), =
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2°cas:m = -3 |

x+y—z=1
Sim = —3, le systeme (S) s'écrit: (§) ={2x+ 3y —3z=3
=8y 57—

1 il e =3 st L=l 1 1 o=l Ly— Ly —L;
2 3 _3 3 Lz = Lz b ZL] _>1 0 1 '_'1 1 Lz = LZ

=3

x=0
Le systéme (§) est équivalent au systéme suivant: (§) ©@{y—z =1
0 =5 impossible

L'équation auxiliaire étant impossible, le systeme n’admet pas de solution. S3 =0

Interprétation géométrique :

Sim = —3, les trois plans n’ont aucun point en commun. 3p |

Pcas:m=2 |

Xty —7—1
Sim = 2, le systeme (§) s’écrit : (§) = [2x + 3y +2z=3
x+2y+3z=2

Lot —1 g Lyp=siliy i =1 P Lol
1 2 3 2 Lol — 1, 0 1 4 1 Ly— Ly —1L,

D 0 1 4 1

x—5z=0 x = 5z
Le systeme (§) est équivalent au systéme suivant : (§) &y +4z2=1 iy =1—4z
0 = 0 z est libre
X = S5y it
En posant z = y avec y € R, le systéme s’écrit : (S) & {y =1-4y (y€R). , 3p
7= 4

S, ={(5v;1—4y;v), vy €ER}

Interprétation géométrigue :

Sim = 2, I'intersection des trois plans est une droite passant par le point A(0; 1; 0) et ayant comme

5
vecteur directeur u (—4). oy
: . =3
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Exercice 4 (2+2+3+4+3=14 points)

Dans un repére orthonormé de l'espace, on considere le point A(—1;—2;3), le vecteur
x+2z=3

ZX=—y+z=1

1) Déterminer une équation cartésienne du plan 7 passant par le point 4 et de vecteur normal 7.

1(—3; 2; —1) ainsi que la droite d définie par:d = {

Comme 7i(—3; 2; —1) est un vecteur normal au plan , une équation cartésienne de 7 est donnée par :
n=-—3x+2y—z+d=0avecd € R.
De plus :

AC1;-2;3) exn
& —3-(—1)-+2-(-2)=—3+d=10
©3-4-3+d=0
=d=4 Dou:m=3x—-2y+z—-4=0 {2p ]

2) Le vecteur ¥(—2; 3; 0) est-il un vecteur directeur du plan 7 ? Justifier !

Le vecteur ¥(—2;3; 0) est un vecteur directeur du plan msi et seulement si il est orthogonal au
vecteur normal (—3;2; —1).0Ona:
nv=(-2)(-3)+3:240-(-)=6+6=12+0

Donc 7(—2; 3; 0) n’est pas un vecteur directeur du plan 1 . 2

3) Déterminer un systéeme d’équations paramétriques de la droite d et caractériser la droite d par
la donnée d’un point et d’un vecteur directeur.

dz{ x+2z=3

Zx—yv+z=1
| x=3—2y K= —Z)
| En posantz = y avecy € R, onobtient:{y = 2(3—2y)+y—1e{y=5-3y ([ E€ER)
‘ z=y Z= Y
| d est la droite passant par B(3; 5; 0) et ayant comme vecteur directeur u(—2; —3; 1). E

l 4) Quelle est l'intersection de la droite d et du plan = ?

!(x;.y;z) EmrNd

(Bx—2y+z—4=0 (3-B3-29)—2-(5-31)+y—4=0
x=3—2y Xx=3— 27
Sly=5-3 ly=5-3
== ¥ Z = }/
(9—6y—10+6y+y—4=0 Y= y=>5
x=3—2y X —3— ih x=-7
N — 5 =gy Sy=5-3.5" ly=—10
\Z = j z=15 Z=5
Donc : .
mwnd={I} avecI(—7;—10;5) 4p |
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5) Déterminer un systéme d’équations cartésiennes de la droite A qui passe par B(0; 4; —2) et qui
est paralléle a d.

x+2z=a

La droite A étant paralléle a la droite d, on a : A= {Zx —y4+z=h aveca,b € R.
De plus :

A 0+2-(-2)=a a=-—4
B(0; 4; 2)EA@{2_0_4_2=b@{b=_6

D'ou :

A=[ x+2z=-4 e
T 2x—-yt+tz=-6 '

Alternative :

Comme la droite A est paralléle a la droite d, elle admet également #(—2; —3; 1) comme vecteur
directeur. Un systéeme d’équations cartésiennes de la droite A est donc donné par :

x =—2k (1)
A={y=-3k+4 (2) (keR)
z=k—2 (3)

D'apres (3) ik =z + 2 .
En remplacant dans (1) et (2), on obtient un systeme d’équations cartésiennes de la droite A :

&:{x+22=—4
3z =2
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