Examen de fin d’études secondaires 2015 — Section C
Mathématiques | - Corrigé

Question 1 [B+4 + (5+ 1 + 2) = 20 points]
1) Plz)=7"—(6+2i)2" +(12+15i)z—9-27i

P(3) = (3i)° = (6+2i)(3i)" +(12+15)3i-9-27i
=—27i—(6+2i)(~9) +36i—45-9-27i
=—27i+54 +18+9i—54

=0
Donc P(z) est divisible par {z - 3i):
1 -6-2i 12+15i -9-27i
3i 3i -3-18i 9+27i
1 -6+ 9-3i 0

Alors P(z)=(z2—3i)(2’ +(~6+i)z+(9-3))

et Pz)=0432-3i=0 ou z*+(-6+iz+(9-3)=0
(5]

* Résolutionde (E'): A=(—6+i) —4:1(9~3i)=36-12i-1-36+12i =—1=/*

{Les raciness carrées complexes de A=-1 sont i et —i.)

o Solutions de (E): 5={3i;3-i;3}

(3)+(1): 2*=50= x' =25 x=15
3)-(1): =8 y'=4&ay=12
Par (2) : xy<0, donc x et y sont de signe contraire.

Donc z, =5-2i estuner.c.c.de21—-20i et z,=-5+2j estuner.c.c.de21-20i.

Donc: S={0; 5-2i ; —5+2i}

2) Z=(21-20i)2

& 2(22 -(21-20i)) =0

= 291
<2=0 ou z -2151I 20i

Pour résoudre (E’), il faut déterminer les racines carrées complexes de 21 - 20j :
x+Iy est une racine carrée complexe de 21 - 20i

X¥-y'=21 (1)
el 2y =-20 (2)
¥4+yi=29 (3) | X +y? =217 +(-20F =29
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3)

I ) 5z 57
a) * ==2cis—=2 -Cis—= — |2 = el
jEe B =2y cus4 2cis 7 Donc: |z, =2cis 7
i @Y A Foa
il b= - 2 L
3= 4 4 16 16 V4 2
SRl _J§+l —% 1
V3=i \B+i Cosps-g =5
el 2 _2z
P
_1,8 snp=t 233
4 4 1 2
2

Donc: |z, =%|:IsE

Sz . 571
2 st——) Acis—
b) * z=[z‘) =[ & 2 _—.s4cis(3°“ 32"') Donc: Z=S4ds[—~%)

. Z=54cis(—%]= M(oos(—%)Hsin(—%D-:&(-‘?—%) Don::

r

"6 . 2x

c) Racines cubiques de Z:Bdcis[—-g—] g z,={(5_4 cis T'E+k 5 (k=0,1,2)

Donc les racines cubiques de Z sont : z, =4 cls(%::} z,=4 c}s(%J .z, =4 cls(z-fg-]
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Question 2 — Combinatoire et probabilités [5 + 8 + 7 = 20 points]

8
1) Calculer le terme en x* dans le développement de (21‘—3—1,)

[sz . % )‘ 3 gq () (2)” (%JP

terme général: C3-(—1)"-2%7x%# «%—i’p

=C3.(-1) 257 .37 x5

=Cj-(-1) 2% 37 x0®

On obtient le terme en x* lorsque 40-8p=16 < p=3.

Sip=3:=C(-1) 2" % xt= 0L 32 s 876 32 6 32 s 1792 e
351 27 3-2.1 27 27 27

2) Un coffre-fort est verrouillé et déverrouillé par un code de 4 chiffres.
Avec les 10 chiffres (0,1,2,3,4,5,6,7,8,9), combien peut-on créer

a) de codes de 4 chiffres qui ne commencent pas par 0 ?

Le nombre de possibilités est 8-10-10.10 = 9000

b) de codes de 4 chiffres composés de 4 chiffres distincts ?
Le nombre de possibilités est A} =10-9-8.7=5040.

c) de codes de 4 chiffres distincts commengant par un chiffre pair et se
terminant par 0 ?

|| Le nombre d ibilités est 4-A; =224
@D @ nombre de possibilités est 4-A;

Aposs A3 poss,

d) de codes de 4 chiffres composés exactement d’un chiffre pair (utilisé deux
fais) et d'un chiffre impair (utilisé deux fois) ? (par exemple : 3311, 4114,

2121, ..)
Le nombre de possibilitésest 5 5 €} =5-5:6=150
=] =] LA
cholx chole v
SMite chiffee pasitions
pairs

{ou bien :
une fois le chiffre pair et le chiffre impair choisi (5:5=25 possibilités),
il y a 6 fagons d’arranger ces chiffres : PPII, PIPI, PIIP, IPP, IPIP, IPPI

donc, au total, il ya 5-5-6=150 possibilités.)
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3) D'unjeude 52 cartes, on tire au hasard et simultanément une main de 5 cartes.
L'univers est I'ensemble des mains de 5 cartes : #Q =C?, =2598960

a) Soit Al'événement « obtenir une main comportant exactement 3 CCeurs,

dont la dame de cosur »
1poss. €% poss, €, poss.

Nombre de mains possibles : 1.-C., -C}, = 66741 = 48906

Alors P(A) =_#_'i. =ﬂ. =0,0188
#Q 2598960

b) Soit B I'événement « abtenir une main comportant au moins un roi »
Alors I'événement contraire 3 B est B= « obtenir aucun roi ».
Or #B= Ci =1712304 (il y a 48 cartes « non-roi » dans le jeu)

Alors P(B)=1-P(B)=1-——=1-=——""" = 341

Question 3 [(4 +5 + 1) + (5 + 5) = 20 points]

Dans 'espace muni d’un repére orthonormé,

x=2a-f+3
on considére le plan 7, =1y=-f~1 (@, eR) etlepoint B(5;1;8).
z=—a+2

a) Etablir une équation cartésienne du plan 7,.
Méthode 1
x=2a~fB+3 [x=2(-z+2)—(~y-1)+3 [x-y+22=8

mEiy==f-1 <= f=—y-1 S f=-y-1
I=—¥+2 a=-z2+2 a=—2+2

Méthode 2
2 -1

7, est le plan de vecteurs directeurs ul 0 | etul—1 passant par le point A(3;~1 ;2).
-1 -0
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b)

c)

M(x;y;2)e m, & det(AM;u;v) =0
X=3 2 =
&iy+l 0 =1=0
z-2 -1 0
& 0+(y+1)-2(z—2)-0-(x—3)-0=0
S x-y+22=8

Donc: |Z, =X—y+2z=8

Soit d la droite passant par le point B et orthogonale au plan .
Déterminer les coordonnées du point d’intersection de la droite d et du plan ;.
1

Le vecteur n | —1 | est un vecteur normal auplan 7,, donc n est aussi un vecteur
2

directeur de la droite d.

Systéme d’équations paramétriquesded:  M(x;y;z)ed < BM=k-n (keR)

x=5=k:1
edy=-1=k.(-1) (keR)
z—8=k:2
x=k+5
& {y=—k+1 (keR)
z=2k+8
x=k+5 (1)
=—k+
Pour étudier l'intersection de la droite d et du plan 7z, , on résout : y=rhet @
z=2k+8 (3)
x—-y+2z=8 (4)

En remplacant (1), (2) et (3) dans (4), on obtient = {k+5)—(—k+1)+2(2k +8)=8

< b6k=-12
e k=-2
Xx=-2+5=3
Dans (1), (2), (3) : { y=~(~2) +1=3 Donc :|d'ﬁ.1r:1 ={c(3:3;4) }I
z=2(-2)+8=4

Déterminer une équation cartésienne du plan x, paralléle au plan x, et passant parle
point B.

7, =x—y+2z=8 et 7, || x,, donc I'équation de 7, est de la forme x—y-+2z=d.

Donc:|m,=x-y+22=20

B(5;1;8)em, <> 5-1+2-8=d¢d=20

2)

a)

Sx+my—3z=-7
(m+3x-y+z=-2 (*)
Sx—my+({2m-3jz=5
5 m -3

Soit A=| m+3 =1 1 | la matrice du systéme (*).
5 -m 2m-3

Le systéme (*) admet une solution unique <> detA=0

5 m -3
detA=|m+3 ~1 1 =-5(2m—3)+3m(m+3)+5m~—15+5m—m(m+3){2m—3)
5 -m 2m-3 =-10m+15+3m"+9m+5m~15+5m—2m’+3m’-6m’ +9m
=-2m’+18m
==2m(m’ -9)

=-2m{m—3j{m+3)

detA=0&m=0 ou m=-3 ou m=3
Le systdme (*) admet une solution unique <> detA#0 < me R\{-3;0;3}

b) Sim=-3, alors le systéme devient :

=

=

3

=

Onpose:y= g, (BeR)

5x—3y—3z=—7 x=fp-8
_y+;=—2 5 5
5x+3y-9z=5 Alors on obtient: {y = § (BeR)
z=f-2
5x—3y-3z2=-7
—y+z=-2
Donc:
6y—-6z=12 (L,|L,~L,) fie
6 13
5={[-*ﬂ——:ﬂ:ﬁ-2] / ﬁGIR}
5 5
—y+z=-2 Interprétation géométrigue :

{*) est un systéme d’équations de 3 plans
de |'espace se coupant suivant la droite d

de vecteur directeur E[% i1; 1] et

S5x—3y—3z=-7
z=y-2

=~;—(3y+3(y—2)—7)

[ O
{
{
{

passant par le point A(—-E; 0 ;-—2).
2=y-2 ?
6 13
x=EV—*E Solutions alternat -
z=y—-2 5= (m:;E-'—cx+--1-‘“’5,;E'—.ﬂm-l / aeR
6 66 6

5={(§7—§:r+2:7J / yeR}
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